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OzeT

Bu ¢alismada, elastik yar1 sonsuz diizlem iizerine oturan ve rijit iki blok ile yiikklenmis homojen tabakada siirekli
temas probleminin karsilagtirmali analizi yapilmistir. Elastisite ¢oziimden elde edilen sonuglar, sonlu elemanlar
yontemi (SEM) kullanilarak elde edilen sonuglarla kiyaslanmigtir. Problemde biitiin yiizeylerin siirtiinmesiz
oldugu kabul edilmistir. Problemin iki boyutlu SEM analizi ANSYS paket programi kullanilarak
gerceklestirilmigtir. Bloklar iizerindeki Q ile P yiiklerinin farkli yiikleme kosullarinda analizleri yapilmustir.
Homojen tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki ilk ayrilma yiikii ve ilk ayrilma uzakliklar1 (xcr, Acr) ile
oy normal gerilmeleri elde edilmistir. Elde edilen sonuglar grafik ve tablo halinde gdsterilmistir.

Anahtar Kelimeler: : Siirekli Temas, Elastik Tabaka, Rijit Blok, fntegral Denklem, Elastisite, Sonlu Elemanlar
Yontemi

Analysis of Frictionless Contact Problem for A Weighted Layer on An
Elastic Half Plane Using FEM

ABSTRACT

In this study, a comparative analysis of the continuous contact problem of a homogeneous layer loaded by two
rigid flat blocks and resting on elastic half plane is investigated using the finite element method (FEM). The results
obtained from the elasticity solution are compared with FEM solutions. Also in this problem, it is assumed that
the all surfaces are frictionless. Two dimensional finite element analysis of the problem is carried out using
ANSYS Mechanical APDL. The analyzes are performed for different loading conditions of Q and P loads. Initial
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separation load and initial separation points (X, Aer) and normal stresses (oy) between the homogenous layer and
the elastic half plane are determined. The obtained results are shown in graphs and tables.

Keywords: Continuous Contact, Elastic Layer, Rigid Block, Integral Equation, Elasticity, Finite Element Method

|. GiRris

Yapl ya da mekanik sistem elemanlar1 genellikle birbirleriyle temas halindedir. Temeller,
demiryollari, tahil silolari, akaryakit tanklari, silindirik miller, saftlar, kopriiler, ¢cati makaslari,
kirigler temas igeren uygulama alanlarindan bazilaridir. Temas sonucunda meydana gelebilecek gerilme,
sekil degistirme ve yer degistirme ifadelerinin bilinmesi, sistemlerin gilivenle boyutlandirilmasi
asamasinda oldukca 6nemlidir. Bu ifadelerin belirlenmesinde elemanter teori ¢ogu zaman yetersiz
kalmaktadir. Elemanter teoriye gore daha kesin sonug veren elastisite teorisi yardimiyla problemlerin
¢Oziimii, bilgisayar teknolojisi ve sayisal ¢oziim yontemlerinin gelismesine paralel olarak yogunluk
kazanmustir. Ayrica integral doniisiim teknikleri, sonlu elemanlar, sinir elemanlari ve sonlu farklar gibi
yontemler kullanilarak temas problemleri ile ilgili pek ¢ok ¢alisma yapilmistir.

Temas yiiklemesi altinda yar1 sonsuz elastik géovdede temas gerilmesi dagilimi ilk olarak Boussinesq
tarafindan ele alinmistir. Problemin en genel hali ise Hertz tarafindan ele alinmis ve bu ¢alisma bir¢ok
aragtirmact i¢in temel olmustur [1]. Hertz’in kabuliine goére temas bdlgesi, ana govde ile
karsilagtirildiginda yeteri kadar kiigiiktiir ve ana gdvde, yari sonsuz diizlem olarak kabul edilebilir. Bu
kabul, temas problemleri ¢oziimiinde matematiksel olarak kolaylik saglar. Siirtlinmesiz temas
problemlerinin genel ¢6ziimii Muskhelishvili tarafindan elde edilmistir [2]. Temas problemlerinin
¢oziimiinde integral doniistim tekniklerinin uygulamalarina Ufliand’in ¢alismasinda yer verilmistir [3].
Cakiroglu ve Erdol, calismalarinda elastik zemine oturan malzeme sabitleri ve kalinliklar1 farkl iki
tabakanin birbiri istiine oturtulmasindan meydana gelen bilesik tabaka problemini ¢ézmiislerdir[4].
Dempsey, Zhao ve Minetyan, Winkler temeli tarafindan mesnetlenmis, elastik tabakaya ait asimetrik
temas problemini incelemislerdir [5]. Ozsahin, rijit iki diiz blok iizerine oturan, farkli yiiksekliklere ve
farkli elastik 6zelliklere sahip homojen, izotrop iki tabakadan olusan bilesik tabakada siirekli ve siireksiz
temas problemini ¢ozmistiir [6]. Birinci, elastik temele oturan, farkli elastik sabitlere ve yiiksekliklere
sahip malzemelerden yapilan tabakalarda temas problemini ¢ozmiistiir [7]. Kahya, iki tabakali elastik
ortamda stirekli ve siireksiz degme problemlerini incelemistir [8]. Elastik kiireler i¢in temas problemleri
lizerine yapilan c¢aligmada, kiigiik olmayan temas alanlarina Hertz teorisinin uygulanabilirligi
arastirillmigtir [9]. El-Borgi ¢alismalarinda, fonksiyonel dereceli bir tabaka ile homojen tabaka
arasindaki ayrilmali temas problemini irdelemistir. Caligsmada, yayili olarak yiiklenmis fonksiyonel
derecelendirilmis tabakaya ait temas gerilmeleri ve ayrilma uzakliklari belirlenmistir [10]. Adiyaman,
iki ceyrek diizlem fiizerine oturan elastik bir tabakanin siirtlinmesiz ve ayrilmali temas problemini
incelemistir [11]. Ayrica temas problemlerinin sonlu elemanlar yontemine gére ¢oziimiiniin analitik
sonucglarla kiyaslanmasina yonelik calismalar da bulunmaktadir. Yaylaci vd, ayrilmali temas
probleminin analitik ve sonlu elemanlar ¢oziimlerinin karsilastiriimast {izerine calismislardir [12]. Oner,
elastik yar1 sonsuz diizleme oturan ve Rijit dairesel bir punch ile yiiklenmis iki elastik tabakanin temas
problemini sonlu elemanlar yontemi ile ¢dzerek analitik sonuglarla karsilastirma yapmistir [13]. Kaya
vd. agirlikli ve agirliksiz gesitli temas problemlerinin sonlu elemanlar modelini yaparak analitik
sonuglarla kiyaslamiglardir [14-15]. Li vd. 2017 galigmalarinda, statik ve dinamik yiikler altinda
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ortotropik fonksiyonel dereceli malzemeler ile gerilme yogunlugu faktorlerini belirlemek i¢in sonlu blok
yontemi gelistirilmislerdir [18]. Bora calismasinda iki rijit dikdortgen blok ile yiiklenmis ve elastik yar1
sonsuz diizlem iizerine oturan, ylikseklikleri ve elastik 6zellikleri farkli homojen ve izotrop iki tabakanin
siirekli ve siireksiz temas problemlerini analitik ve sonlu Elemanlar Yontemi kullanarak ayri ayri
incelemistir [ 19]. Giiler vd. silindirik fonksiyonel dereceli ortotropik bir ortam iizerinde kayan silindirik
rijit pangin silirtlinmeli temas problemini incelemislerdir. Yaptiklar1 bu ¢aligmada temas gerilmelerini
elde etmek icin hem analitik hem de sayisal yontemler gelistirmislerdir [20].

Bu calismanin amaci, sonlu elemanlar yontemiyle bir temas probleminin analizini yaparak elastisite
teorisinden elde edilen ¢oziimle karsilastirmaktir. Problemde, hem tabaka hem de elastik yar1 sonsuz
diizlem homojen ve izotroptur. Ayrica tiim yiizeylerin siirtiinmesiz oldugu kabul edilmistir. Problemin
analitik ¢6ziimii elastisite teorisinin genel denklemleri ile, sonlu eleman ¢oziimii ise ANSY'S (2015) [16]
programi kullanilarak yapilmstir.

Il. PROBLEMIN ANALITIK COZUMU

Incelenecek olan temas probleminde, elastisite teorisinin temel denklemleri olan denge denklemleri, yer
degistirme ve sekil degistirme bagmtilarini igeren Navier denklemleri kullanilmistir. Fourier integral
doniisiim teknigi ile gerilme ve yer degistirmelere ait integral ifadeler elde edilmistir. Tekil integral
denklemlerin ¢6ziimiinde Gauss-Chebyshev integrasyon formiillerinden faydalanilmistir. Dig yiikler P
ve Q tabakaya iki diiz rijit blok vasitasiyla aktarilmaktadir.

Q Q
Rijit l
Bloklar™

NS

Sekil 1. Problemin Geometrisi

(—o0,+00) araliginda uzanan h yiiksekligindeki siirtiinmesiz tabakaya ait geometri ve eksen takimi
sekil 1’de goriilmektedir. Genel denklemler:
2u, o0, A, XN

2 o Ky—
J7AY% uk+(zck—l)ﬁ( = + & )=0, (1a)
(k=1,2)
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2u. O, AL A
Vv, + k 2 (ke Tky= ) 1b
Hy k CEN A & )=pr9 (1b)

olup x ve x malzeme sabitleridir. Kiitle kuvvetleri p,gh olarak disiiniilmiistiir. p, tabakanin

yogunlugunu, g ise yer ¢ekimi ivmesini gostermektedir. U, ve Vv, kitle kuvvetlerinin olmasi

p
durumundaki yer degistirme ifadeleri, U, ve V, ise kiitle kuvvetlerinin ihmal edildigi duruma ait yer

degistirme ifadelerdir. Toplam deplasman:

u=u,+u, (2

V=V, 4V, 3)

seklinde yazilabilir. Bu yer degistirme ifadelerine Fourier integral doniisiimii uygulanirsa:

1 +0 o
i, (3,) = [Us(a, y)e'™dar, (32)

1 +00 o
n, (60 =2 [Vi(@peda, (3b)

Burada i =+/—1 and U,(a,y) ve Vi(e,y), u,(x,y) and v;(x,y) 'nin x ve y dogrultusundaki ters
Fourier doniisiimleridir. 3 no’lu denklemler 1 no’lu denklemlerde yerlerine yazilip gerekli tiirevleri
almir. Elastik yar1 sonsuz diizlem i¢in diisey eksen goz oniinde bulunduruldugunda, yer degistirmelerin
y — —oo igin sifir olmasi sart1 kullanilabilir. Hooke yasalar1 kullanilarak (4a-4b) no’lu denklemlerden

gerilme ifadeleri elde edilebilir. Kiitle kuvvetlerinin ihmal edilmesiyle yer degistirme ve gerilme
ifadeleri:

U, (X,y) = ZL I{ie’”[EM +F(K—2k Myﬂ}é’mda , (4a)
7 a a «a

v, (x,) = % I{[E + Fy]e‘“‘y }e””‘da, (4b)
o, (x.)= g‘—; Tef“x (e 2Ela| + Fl, ~1) + 2aly] e, (4c)
o, (x.y)= —Z‘—; Temx {el DE|a| + Flixc, +3)+ 2oly] e, (4d)
Ty, (x,y)= % Teiwc {eW{ZEa + F{% (x, +D)+ 205)/}}}(105 , (4e)

Kiitle kuvveti dahil edilmesi durumunda 6zel ¢éziimler asagidaki gibi elde edilir:
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_ 3—x;, pgh X

Ulp 8#1 2 ’ (5a)
_ Py e =D (D)
b o, [(ml)(y e "
£ 9
_A9 (5¢)
oy, 201 (y—h)
=p;g( _D) (1+K2) (5d)
2 2" L+ x,) +2u,(L+ 1)
. o, (5e)

P

seklinde yazilabilir. Bilinmeyen katsayilar probleme ait asagidaki sinir sartlarindan elde edilmistir.
Katsayilar ve probleme ait diger ¢oziimler Ozsahin’in ¢alismasinda sunulmustur [17].

— p(x) a<x<b
o, (xh)=1-q(x), c<x<d , (6a)
0 —o<X<a, b<x<c, d<x<ow
Tx;q(x’h)zo’ —0< X<, (6b)
7, (x0)=0, -0 <X <o, (6c)
z'xyz(x,O)zo, —0< X <00, (Gd)
o-yl(x’O)zo'yz (x,0), —00< X<, (6e)
0
[v,(x,0) - v,(x,0)]=0, —0<x <o, (6f)

X

I11. SONLU ELEMANLAR YONTEMI ILE COZUM

Son yillarda zor ve karmagik miithendislik problemlerinin ¢oziimii i¢in gesitli yontemler kullanilmigtir.
Ozellikle sayisal analiz yontemleri sikga tercih edilmektedir. En yaygin kullanilan yéntemlerden biri de
sonlu elemanlar yontemidir. Sonlu elemanlarda, par¢anin biitiinii yerine boliinmiis ¢cok sayida eleman
iizerinde ¢6ziimler yapilir ve sonuca ulasilir. Bilinmeyenlerin hesaplanmasi i¢in her diigiim noktasinda:

[D]{u} = {F} ©

islemi yapilir. Burada [D] rijitlik matrisi, {U} digiim noktalarinin deplasman vektorii ve {F} ise

diiglim noktalarinin yiik vektoriidiir. Sonlu elemanlar yontemi prensibine dayanan bir¢cok bilgisayar
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programi vardir. Bu ¢alismada tabakanin sonlu eleman modeli ANSYS Mechanical APDL Product
Launcher (2015) program kullanilarak yapilmistir. Bu program intel Core 17-2630 QM CPU islemcili,
8 GB RAM hafizali, 64 Bit isletim sistemine sahip bir bilgisayarda calistirilmistir. Genel bir temas
probleminin sonlu eleman modeli Sekil 2’deki gibi tanimlanmistir

Problemin
Geometrisi
Eleman Tipinin
Belirlenmesi
Malz. Ozelliklerinin
Tanimlanmasi
Malzemelerin
Atanmasi
Sonlu Elemanlara
Ayirma
Temas Ciftlerinin
Tanimlanmasi
Geometrik Sinir
Sartlar1

Yiikleme Islemi

Cozlim

Sekil 2. Sonlu Eleman Modeli Akis Semast

Problemin sonlu eleman modeli 2 boyutlu diizlem sekil degistirme problemi olarak tanimlanmistir.
Geometrik model ANSYS standart menii araglariyla olusturulmustur. Eleman tipi olarak, elastisite ve
plastisite gibi problem ¢oziimlerinde kullanilan 8-node PLANE 183 kullanilmistir. Mesh isleminde her
¢izgi 0.05 araliklara boliinmiistiir. Sonlu elemanlara bélme isleminde, ag araligi azaltildiginda islem
siiresinde artis, aralik arttirilinca da sonuglarda yakinsamayi bozma durumlari ile karsilasilmistir. Ayrica
blok-tabaka ve tabaka-elastik diizlem arasinda temas ¢iftleri tanimlanmustir. Bu ¢iftler temas ve hedef
elemanlari olarak ikiye ayrilir. Temas CONTA172, hedef ise TARGE169 elemanlar1 olarak secilmistir.
TARGE169 olarak, temas elemana gore yiizeyi biiyiik olan, daha rijit, diiz yiizeyli elemanlar segilmesi
uygun olacaktir. Bunun yaninda temas bolgesinde kullanilacak formiilasyon segilirken uygun temas
kosullarini saglayacak olan matematiksel yonteme de karar verilir. Bu ¢aligmada, temas algoritmasi
olarak toplam potansiyel enerji teoremini kullanan Augmented Lagrangian Method tercih edilmistir. Bu
yontemde temas algilama noktasinda hesaplanan kuvvet su sekildedir:

F.=k,*D, + | (8)
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Burada |, kuvvet hesaplamasim giiglendiren dahili olarak hesaplanmis bir terimdir. Bunun amaci, temas
sertligine duyarlilig1 azaltmaktir.

Sekil 3. Problemin Q=2P durumuna ait ANSYS Modeli

Ti{im elemanlar homojen, elastik-izotrop, tabaka yiiksekligi h=1 m. ve tabaka uzunlugu L=20 m. olarak

segilmistir. Ik ayrilma yiikii (A, ) ve malzeme 6zellikleri ise agagidaki gibi tanimlanmustir:

ACI’ = PCI’ /[):l_gh2 (9)

Tablo 1. Malzeme Ozellikleri

Eleman Elastisite Poisson Oram
Modiilii (MPa)
(MPa)
Tabaka 25000 0.25
Elastik Diizlem 50000 0.25
Rijit Bloklar ell 0.25

IV. SONUCLAR

Caligmada, iki diiz rijit blok ile yiiklenmis ve elastik yar1 sonsuz diizleme oturan homojen tabakanin
siirekli temas problemi sonlu elemanlar yontemi kullanilarak incelenmistir. Elde edilen sonuglar,
analitik ¢oziimden elde edilen sonuclarla grafiksel olarak karsilagtinlmistir. Coziimde yer alan
bityiikliikler normalize edilmis degerlerdir ve oranlara bagl olarak ifade edilmistir. Ozsahin tarafindan
yapilan analitik ¢oziimde integral denklemler Gauss-Chebyshev integasyon formiilleri yardimiyla
sayisal olarak ayr1 ayr1 ¢oziilmils, rijit blok altindaki temas gerilmesi dagilimi farkli yiiklemeler altinda
verilmistir. Analitik ¢6ziim yonteminde karmagsik matematiksel ifadeler bulunmakta ve problemin
¢oziim siiresi aylarca olabilmektedir. Sonlu elemanlar yontemi ile problemin ¢dziimii ¢ok daha kolay ve
zaman bakimindan kiyaslanamayacak derecede kisadir. Coziimler mesh araligina bagli olarak ortalama
10-12 dakika arasinda degisen siirelerde yapilmistir.
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1.4
_ X=8.05
Aer=106.8363 X8l
-0.6 — T aer=56.8239
Xr=8.05 ) )
er=103.95 12 - Xer=8.1 Analytical Solution
her=55.11 3&—3%—3¢ FEM Solution
g 0.5 Analytical Solution g -1
5 3E—3%—3 FEM Solution 5\;‘, |
©.0.8 —
-0.4 —| §
0.6 —|
- F 3] -0.02 — * W
0 ‘ \ \ ‘ 01
0 4 8 12
b 0 4 " 8 12
Sekil 4. oy(X,0) Elastik yarim diizlem ile tabaka Sekil 5. oy(X,0) Elastik yarum diizlem ile tabaka
arasindaki gerilme dagilisi (a/h=3, b/h=4, c/h=35, arasindaki gerilme dagilisi (a/h=3,
d/h=6, Q=P,x1= k=2, uo/i11=2) b/h=4,c/h=5,d/h=6, Q=2P,x1= k»=2, u/i1=2)

Sekil 4,5 ve 6’da homojen tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasinda meydana gelen temas
gerilmeleri farkli yiikleme durumlari altinda verilmistir. Ayrica, tabakanin elastik diizlemden

ayrilmasina sebep olacak ilk ayrilma yiiki (A, ve ayrilma uzakhigi (X, ) grafikler tzerinde

gosterilmistir. Sekil 4’de her iki blok yiikiiniin esit olmasi durumuna ait grafikler verilmistir. Bu
durumda tabakanin elastik diizlemden ayrilmasina sebep olacak kritik yiik degeri, diger yiikleme
durumlarma gére ¢ok daha fazladir. ikinci blok yiikiiniin artmasi, tabakanin elastik diizlemden
ayrilmasi kolaylagtirmistir. Ancak her {i¢ ylikleme durumu incelendiginde, ilk ayrilma uzakliginin
onemli bir degisim gostermedigi sOylenebilir. Bloklardaki yiikleme durumlari, tabaka-diizlem yiizeyi
boyunca temas gerilmelerini etkilemistir. Blok altlarinda olusan gerilmeler blok yiiklerine bagli olarak
artis gostermistir. Sekil 4’de tabaka ylizeyi boyunca temas gerilmelerinin blok altlarinda esit oldugu
ancak Sekil 5 ve Sekil 6’da ikinci blok altinda kalan bdlgede temas gerilmesinin daha fazla oldugu
goriilmektedir.

Sekil 7°de ikinci blok yiikiiniin iki kat fazla olmasi durumuna ait ANSYS ¢oziimii sunulmustur.
Ozellikle ikinci blok koselerinde meydana gelen gerilme degerlerinin yiiksek oldugu goriilmektedir.
Ayn1 zamanda Sekil 7, Q=2P yiikleme durumlariin grafiksel olarak verildigi Sekil 5, Sekil 10 ve Sekil
11°deki verileri desteklemektedir.

Sekil (8-11) bloklarin altindaki temas gerilmeleri farkli yiikleme durumlarina gore verilmistir. Bu
grafiklerde, ikinci blok yiikiiniin artmasi durumunda temas gerilmelerinin arttig1, birinci blogun gerilme
degerlerinin 6zellikle ikinci bloga yakin olan kdsede dnemli Sl¢lide azaldigi goriilmektedir. Bu durumun
bloklar arasi mesafenin, bloklarin birbirleriyle olan etkilesiminde onemli bir etkisi oldugunu agik¢a
gostermektedir.
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6,(x,0)/(P/h)

_ Xer=8.1
Aer=38.6877
Xer=8.1 Analytical Solution
A c—rz,_7 48 33— FEM Solution
cr 2/
-1.6 —
1.2 —
-0.8 —
O%Q%:*f:::*::::
-0.02 ihaaq—t? s H——H——]
0 ‘ I " T
0 4 3

x/h

Sekil 6. oy(x,0) Elastik yarim diizlem ile tabaka

p(x)/(P/h)

arasindaki gerilme dagulist (a/h=3,
b/h=4c/h=5,d/h=6,0=3P,kl=k2=2, u2/ul=2)

12

2.4
h Anaytical Solution
J}—3—3K FEM Solution
2 —
1.6
1.2
0.8 —
04 \ \ \ \ \
1.2 -0.8 -0.4 0.4 0.8

Sekil 8. 1. Blok altindaki gerilme dagilisi

(a/h=3, b/h=4, c¢/h=5, d/h=6, Q=P,k1= k2=2,
u2/ul=2)

34.3967
30.0975 38.6958

25.7984
21.4992

.003544 8.60183 ' 17.2001
4.30268 12.901

Sekil 7. Q=2P yiikleme durumunda ANSYS

¢oziimiinden elde edilen gerilme dagilimlari (a/h=3,

q(x)/(P/h)

b/h=4,c/h=5,d/h=6, k1= Kk2=2, u2/ul=2)

2
Analytical Solution
1.6 — —3—3¥% FEM Solution
1.2 —
0.8 —
04 \ \ \ \ \
1.2 -0.8 -0.4 0.4 0.8 1.2

x/h

Sekil 9. 2. Blok altindaki gerilme dagilisi

(a/h=3, b/h=4, c/h=5, d/h=6, Q=P,xl=Kk2=2,
u2/ul=2)
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24 35

Analytical Solution

34— FEM Solution

m Analytical Solution m

33 FEM Solution

p(x)/(P/h)
L

q(x)/(P/h)
L

04 T T T T T ! T T T

Sekil 10. 1. Blok altindaki gerilme dagilisi(a/h=3, Sekil 11. 2. Blok altindaki gerilme dagilisi (a/h=3,
b/h=4, c¢/h=>5, d/h=6, Q=2P, k1=x2=2, u2/ul=2) b/h=4, c/h=35, d/h=6, Q=2P,xl=k2=2, u2/ul=2)

1. blogun 2. bloktan uzak olan kdsesinde olusan gerilme degerleri yiikiin artmasiyla 6nemli bir degisim
gostermezken, 2. blogun her iki kosesi de yilkk degisimden etkilenmistir. Ancak yakin olan blok
kenarlarinda 6zellikle 1. blokta gerilmeler 6nemli oranda azalirken, 2. blokta da ayni1 6l¢iide bir artig
meydana gelmistir.

Bu ¢alismada, iki diiz rijit blok ile yiiklenmis ve elastik yar1 sonsuz diizleme oturan homojen tabakanin
stirekli temas problemi elastisite teorisi ve sonlu elemanlar yontemi kullanilarak incelenmistir. Grafikler
genel olarak incelendiginde, yiik arttikca blok altlarinda ve tabaka-diizlem arasinda olusan temas
gerilmeleri artmustir. iki farkli yontemden elde edilen sonuglar karsilastirilmis ve sonuglari birbirleriyle
oldukga uyumlu oldugu goriilmiistiir. Sonug olarak, karmasik ve ¢6zliimii uzun matematiksel ifadelerin
yerine, ¢0ziim siiresi oldukc¢a kisa olan sonlu elemanlar yontemi tercih edilebilir.
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